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Данные материалы предназначены для изучения новых тем и использования полученных зна-

ний студентами заочного отделения для их закрепления.  

Все лекции необходимо законспектировать. 

Проверочные работы являются обязательными  для выполнения и учитываются при 

выставлении общей оценки при аттестации. Варианты проверочных работ соответствуют по-

следней цифре вашего номера. 

Выполненные работы (фотографии/сканы конспектов и выполненных проверочных ра-

бот) присылать на почту: maya_tok@mail.ru  

Телефон для связи: 89147174421, писать на WhatApp до 20.00 

mailto:maya_tok@mail.ru
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Раздел Теория пределов.  

Тема 2.1 Предел функции в точке. Основные свойства предела. Теоремы о пределах. Вы-

числение пределов функции в точке и на бесконечности. Раскрытие неопределенностей вида:  
 

 
 
 

 
  

http://mathprofi.ru/predely_primery_reshenii.html - дополнительные материалы для изучения те-

мы. 

Предел функции в точке. Определение Гейне и Коши 

Предел функции в точке – одно из основных понятий математического анализа. Предел функ-

ции (предельное значение функции) в заданной точке, предельной для области определения функ-

ции, — такая величина, к которой стремится значение рассматриваемой функции при стремлении еѐ 

аргумента к данной точке. 

Предел функции является обобщением понятия предела последовательности: изначально под 

пределом функции в точке понимали предел последовательности элементов области значений функ-

ции, составленной из образов точек последовательности элементов области определения функции, 

сходящейся к заданной точке (предел в которой рассматривается); если такой предел существует, то 

говорят, что функция сходится к указанному значению; если такого предела не существует, то гово-

рят, что функция расходится. 

Наиболее часто определение предела функции формулируют на языке окрестностей.  

Определение предела функции в точке по Коши. Число b называется пределом функ-

ции у = f(x) при х, стремящемся к а (или в точке а), если для любого положительного числа   суще-

ствует такое положительное число    что при всех х ≠ а, таких, что |x – a | <   а-

венство| f(x) – a | <   . 

Определение предела функции в точке по Гейне. Число b называется пределом функ-

ции у = f(x) при х, стремящемся к а (или в точке а), если для любой последовательности {xn}, сходя-

щейся к а (стремящейся к а, имеющей пределом число а), причем ни при каком значении n хn ≠ а, по-

следовательность {yn = f(xn)} сходится к b. 

Данные определения предполагают, что функция у = f(x) определена в некото-

рой окрестности точки а, кроме, быть может, самой точки а. 

Определения предела функции в точке по Коши и по Гейне эквивалентны: если чис-

ло b служит пределом по одному из них, то это верно и по второму. Также из определения следует, 

что функция не может иметь разные пределы в одной точке. 

Указанный предел обозначается так:          ( ). 

Геометрически существование предела функции в точке по Коши означает, что для любого 

числа   > 0 можно указать на координатной плоскости такой прямоугольник с основанием 2  > 0, 

высотой 2    и центром в точке (а; b), что все точки графика данной функции на интервале (а–

  ; а +  ), за исключением, быть может, точки М(а; f(а)), лежат в этом прямоугольнике – см. рис.: 

http://mathprofi.ru/predely_primery_reshenii.html
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Теоремы о пределах:  

 
Односторонние пределы 

Символом         ( ) обозначается левосторонний предел, в котором переменная x, при-

ближаясь к a, принимает значения x<a. Соответствующий предел        ( ) называет-

ся левосторонним пределом функции f(x) в точке x=a.  

Аналогично, символом          ( ) обозначается правосторонний предел, в котором пере-

менная x, приближаясь к a, принимает значения x>a. Соответствующий предел          ( ) назы-

вается правосторонним пределом функции f(x) в точке x=a.  

Отметим, что двусторонний предел limx→af(x) существуют лишь тогда, когда существуют 

оба односторонних предела, которые равны друг другу, то есть          ( )           ( ).  В 

этом случае         ( )           ( )         ( ). 
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Предел функции на бесконечности. 

Пусть задана функция у = f(x) с неограниченной сверху областью определения. Чис-

ло b называется пределом данной функции при х, стремящемся к плюс бесконечности, если для 

любого числа существует такое положительное число М, что при всех значениях аргумен-

та х из области определения, таких, что x > M, выполняется неравенство |f(x) – b| < e.  

Запись этого факта:          ( ). 

Если область определения данной функции неограниченна снизу, то число b называется пре-

делом данной функции при х, стремящемся к минус бесконечности, если для любого числа e < 0 су-

ществует такое положительное число М, что при всех значениях аргумента х из области определе-

ния, таких, что x < –M, выполняется неравенство |f(x) – b| < e. Записывается это так:   

        ( ). 

 

Техника вычисления пределов. 

В общем случае решение пределов сводится к замене х числом или выражением.  

Это значит, что для вычисления предела необходимо значение, к которому стремиться пере-

менная x, подставляют в функцию под знаком предела и вычисляют. 

Пример:  

1)       (    )         (     )             

2)        
    

    
         

  (  )  

    (  )
         

  

 
     

3)       
        

            
 

         

           
 

 

 
   

Будем говорить, что предел отношения двух функций 
 ( )

 ( )
 есть неопределенность вида 

 

 
 

или 
 

 
, если числитель и знаменатель дроби одновременностремятся к нулю или к бесконечно-

сти. Раскрыть эти неопределенности – значит вычислить предел отношения 
 ( )

 ( )
, если он су-

ществует или установить, что этот предел не существует. 

Пример  

Из рассмотренного примера следует правило: чтобы раскрыть неопределенность вида 
 

 
 при 

x→x0 функции, заданной в виде отношения двух многочленов, необходимо в числителе и знаменате-

ле выделить множитель x−x0 и дробь на него сократить. 

Правило 1: раскрытие неопределенностей вида *
 

 
+.  

Чтобы раскрыть неопределенность вида *
 

 
+ необходимо числитель и знаменатель дроби раз-

ложить на множители (с помощью формул сокращенного умножения, вынесением общего множите-

ля, разложением квадратного трехчлена на множители) и сократить. 

Пример 1.  

Разложим числитель на множители путем разложения квадратного трехчлена (при помощи 

дискриминанта). 
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Продолжаем наш пример:  

 
Пример 2. 

   
    

       

    
 |

 

 
|     

    

(   )(   )

(   )(       )
    

    

   

       
  

 
    

(  )   (  )   
 

 

 
  

 

Правило 2. Раскрытие неопределенностей вида *
 

 
+.  

При вычислении пределов отношения двух многочленов при x→  для раскрытия неопреде-

ленности вида 
 

 
 надо числитель и знаменатель дроби разделить на x в старшей степени. 

Пример 3. 

   
   

       

        
 |

 

 
| (старша  степен  в примере   )     

   

  
 

 
 

 

  

  
 

 
 

 

  

 

   
   

     
 

 
   

    
   

 

  

   
   

     
 

 
   

    
   

 

  

 

 
     

     
 

 

 
  

 

Пример 4. 

   
   

  √    

   
 |

 

 
|     

   

(  √    )(  √    )

(   )(  √    )
    

   

   (√    )
 

(   )(  √    )
  

    
   

  (    )

(   )(  √    )
    

   

(   )

(   )(  √    )
    

   

 

  √    
 

 

   
 

 

 
   

 

Проверочная работа по теме «Предел функции в точках и на бесконечности» 

Варианты неопределенность 0/0 неопределенность     

1    
   

        

       
    

   

        

         
 

2    
   

        

       
    

   

      

       
 

3    
   

         

       
    

   

       

      
 

4    
   

         

        
    

   

        

       
 

5    
   

        

         
    

   

       

        
 



 7 

6    
    

        

       
    

   

       

       
 

7    
    

         

       
    

   

       

        
 

8    
    

         

       
    

   

       

        
 

9    
    

         

        
    

   

         

     
 

10    
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Раздел Дифференциальное исчисление (повторение).  

Тема 1 Вычисление производной функции. Применение производной к исследованию функ-

ции на монотонность и экстремумы, точки перегиба. 

http://mathprofi.ru/kak_naiti_proizvodnuju.html - вычисление производной 

http://mathprofi.ru/proizvodnaya_slozhnoi_funkcii.html - производная сложной функции 

http://mathprofi.ru/vozrastanie_ubyvanie_ekstremumy_funkcii.html - возрастание, убывание, экс-

тремумы функции 

http://mathprofi.ru/vypuklost_vognutost_tochki_peregiba_grafika.html – выпуклость, вогнутость 

графика функции 

 

 

  

http://mathprofi.ru/kak_naiti_proizvodnuju.html
http://mathprofi.ru/proizvodnaya_slozhnoi_funkcii.html
http://mathprofi.ru/vozrastanie_ubyvanie_ekstremumy_funkcii.html
http://mathprofi.ru/vypuklost_vognutost_tochki_peregiba_grafika.html
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Раздел Интегральное исчисление.  

Тема 1 Понятие неопределенного интеграла и способы его вычисления. 

http://mathprofi.ru/chto_takoe_integral_teorija_dlja_chainikov.html  - что такое интеграл 

 

Неопределенный интеграл.  

Часто возникает задача, обратная той, которая решалась в дифференциальном исчислении, а 

именно: дана функция )(xfy  , найти функцию )(xF , такую, что )()( xfxF  . 

Функция )(xF  называется первообразной для данной функции )(xfy   на некотором проме-

жутке Х, если для любого Xx  выполняется равенство 

)()( xfxF  . 

Например, пусть xxf cos)(  , тогда за первообразную можно взять xxF sin)(  , поскольку 

xx cos)(sin  . 

В основе интегрального исчисления лежит теорема об общем виде первообразной: если )(xF  

– первообразная для функции )(xfy   на промежутке Х, то все первообразные для функции )(xfy   

имеют вид СxF )( , где С – произвольная постоянная. 

Выражение вида СxF )(  описывает все первообразные для функции )(xf . Действительно, 

для любой постоянной С   

)(0)())(( xfxFCxF  . 

Пусть наряду с данной первообразной )(xF  функция )(1 xF  – также первообразная для 

)(xf . Тогда должны выполняться равенства )()()(1 xfxFxF  , откуда 0)( 1  FF . Следова-

тельно, разность этих первообразных будет тождественно равна константе CFF 1  или 

CxFxF  )()(1 . 

Действие нахождения первообразной называется интегрированием функции. 

Доказанная теорема позволяет ввести основное понятие интегрального исчисления: если )(xF  

– первообразная для )(xf , то совокупность функций СxF )( , где С – произвольная постоянная, 

называется неопределенным интегралом от функции )(xf , который обозначается следующим обра-

зом 

  CxFdxxf )()( . 

Геометрически неопределенный интеграл представляет собой семейство плоских кривых 

СxFy  )( , называемых интеграл ными. 

Для того, чтобы проверить, правильно ли выполнено интегрирование, надо взять производ-

ную от результата и убедиться, что получена подынтеграл на  функци  )(xf . Как всякая обратная 

операция, интегрирование – более сложное действие, чем дифференцирование. 

Приведем основные свойства неопределенного интеграла: 

1. производная неопределенного интеграла равна подынтегральной функции 

)())(( xfdxxf  ; 

2. неопределенный интеграл от алгебраической суммы функций равен сумме интегралов от 

слагаемых функций 

  dxxfdxxfdxxfxf )()())()(( 2121 ; 

3. постоянный множитель можно выносить за знак неопределенного интеграла 

  dxxfkdxxfk )()( .  

Значения интегралов от основных элементарных функций получаются из формул дифферен-

цирования этих функций.  

http://mathprofi.ru/chto_takoe_integral_teorija_dlja_chainikov.html
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Приведем таблицу основных интегралов: 

1)  





1,
1

1

nC
n

x
dxx

n
n ; 7)   Cx

x

dx
ctg

2sin
; 

2)   Cx
x

dx
ln ; 8)  


C

a

x

xa

dx
arcsin

22
; 

3)   )(
ln

CedxeC
a

a
dxa xx

x
x  9)  


C

a

x

axa

dx
arctg

1
22

; 

4)   Cxxdx cossin ; 
10)  







0,ln

2

1
22

aC
ax

ax

aax

dx
 

5)   Cxxdx sincos ; 
11)  


Ckxx

kx

dx 2

2
ln ; 

6)   Cx
x

dx
tg

2cos
; 

12)   Cxdxx coslntg . 

 

Основные методы интегрирования.  

Для вычисления данного интеграла мы должны, если это возможно, пользуясь теми или другими 

способами, привести его к табличному интегралу и таким образом найти искомый результат. В 

нашем курсе мы рассмотрим лишь некоторые, наиболее часто встречающиеся приемы интегрирова-

ния и укажем их применение к простейшим примерам.  

 Наиболее важными методами интегрирования являются:  

 1) метод непосредственного интегрирования (метод разложения),  

 2) метод подстановки (метод введения новой переменной),  

 3) метод интегрирования по частям.  

 

а) Метод непосредственного интегрирования  

Дополнительный материал: 

http://mathprofi.ru/integraly_primery_reshenij.html – неопределенный интеграл, непосредствен-

ное интегрирование 

http://mathprofi.ru/metod_zameny_peremennoi.html – метод замены переменной в неопределен-

ном интеграле 

http://mathprofi.ru/integraly_ot_trigonometricheskih_funkcij.html – интегралы от тригонометри-

ческих функций 

 

 

 Задача нахождения неопределенных интегралов от многих функций решается методом сведения их 

к одному из табличных интегралов. 

Пример 1. 

 
Пример 2. 

 

http://mathprofi.ru/integraly_primery_reshenij.html
http://mathprofi.ru/metod_zameny_peremennoi.html
http://mathprofi.ru/integraly_ot_trigonometricheskih_funkcij.html
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Пример 3:  Найти неопределенный интеграл. Выполнить проверку. 

 

 
 

б) Метод подстановки (интегрирование заменой переменной)  

 Если функция x=φ(t) имеет непрерывную производную, то в данном неопределенном интеграле 

∫ ( )   всегда можно перейти к новой переменной t по формуле  

 ∫f(x)dx= ∫ f(φ(t)) φ'(t)dt 

  Затем найти интеграл из правой части и вернуться к исходной переменной. При этом интеграл 

стоящий в правой части данного равенства может оказаться проще интеграла, стоящего в левой ча-

сти этого равенства, или даже табличным. Такой способ нахождения интеграла называется методом 

замены переменной.  

Пример 1 

Найти неопределенный интеграл. Выполнить проверку. 

 

Идея метода замены состоит в том, чтобы сложное выражение (или некоторую функцию) 

заменить одной буквой. 

В данном случае напрашивается: . Вторая по популярности буква для замены – это 

буква . 

В принципе, можно использовать и другие буквы, но мы всѐ-таки будем придерживаться 

традиций. 

Итак:  

Но при замене у нас остаѐтся    ! Наверное, многие догадались, что если осуществляется переход к 

новой переменной t , то в новом интеграле всѐ должно быть выражено через букву t, и дифферен-

циалу    там совсем не место. 

Следует логичный вывод, что    нужно превратить в некоторое выражение, которое за-

висит только от t. 

Действие следующее. После того, как мы подобрали замену, в данном примере,  , 

нам нужно найти дифференциал   . С дифференциалами, думаю, дружба уже у всех налажена. 

Так как , то 
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После разборок с дифференциалом окончательный результат рекомендую переписать мак-

симально коротко:       . 

Теперь по правилам пропорции выражаем нужный нам   : 

 
В итоге: 

   

Таким образом:  

 

А это уже самый что ни на есть табличный интеграл  (таблица, интегралов, 

естественно, справедлива и для переменной ). 

 

В заключении осталось провести обратную замену. Вспоминаем, что . 

 

Пример 2.                  ∫(     )       

Введем подстановку:        . Найдем    (     )          

Выразив отсюда     , получим:      
  

 
. Подставив в данный интеграл вместо       и      их 

выражения, получим: 

 

∫(     )
4     ∫    

  

 
 

 

  
∫       

 

 
 
    

   
   

 

 
 
  

 
   

  

  
   

(     ) 

  
  . 

 

 

Проверочная работа по теме «Вычисление неопределенного интеграла» 

 

Варианты Непосредственное интегрирование 
Интегрирование заменой пе-

ременной 

1 
1. ∫ (

 

 
        )   

2. 
 dxxx )12(3 2

 

3.   dxx 4)27(  

4.   dxxx )4cos( 32

  

2 

1. ∫(   )(   )   

2. ∫
  

  
  

 

3. ∫√        

4. ∫(    )    
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3 
1. ∫(   

 

 
       

2. ∫ (    )   

3. ∫          

4. ∫
   

√     
   

4 

1. ∫(        )   

2. ∫ (
 

   
  )   

3. ∫         

4. 
dxx 12 2

   

5 

1. ∫(        )   

2. ∫
  

    
   

3. ∫
√    

 
   

4. ∫           

6 
1. ∫(          )   

2. ∫
 

    
   

3. ∫(    )    

4. ∫
  

(    ) 
 

7 
1.   dxxx )31(4

 

2. 


 21 x

dx

 

3. ∫(    )    

4. ∫
  

      
   

8 

1. ∫(            )   

2. 


 23 x

dx

 

3. ∫
  

(    ) 
 

4. √    
 

    

9 

1. ∫(        )    

2. ∫
  

√      
 

3. ∫(   )     

4. ∫      (    )   

10 

1. ∫  (   )   

2. ∫ (
   

 
)
 
   

3. ∫    (     )   .  

4. ∫  (    )   
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Тема 2 Определенный интеграл и способы его решения. Применение определенного ин-

теграла к вычислению площади плоских фигур 

 

http://mathprofi.ru/opredelennye_integraly_primery_reshenij.html – понятие определѐнного инте-

грала и способы его вычисления 

 

Понятие определенного интеграла.  Пусть функция )(xf  задана на отрезке [а, b]. Разобьем 

отрезок [а, b] на п произвольных частей точками bxxxxxxa nii   ...... 1210 . 

Точки, разделяющие отрезок [а, b] на частичные отрезки ],[ 1ii xx  длиной iii xxx  1 , назы-

ваются точками разбиения. Внутри каждого частичного отрезка выберем произвольную точку 

],[ 1 iii xx .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Образуем сумму произведений 




n

i
iinn xfxfxfxf

1
2211 )()(...)()(

, 

называемую интегральной суммой для функции )(xf  на отрезке [а, b].  

Геометрический смысл величины  показан на рисунке. Это сумма площадей прямоугольни-

ков с основаниями ix  и высотами nif i ...,,2,1),(  . 

Обозначается: ∫  ( )  
 

 
 

При этом числа a и b называются соответственно нижним и верхним пределами, выра-

жение dxxf )(  – подынтегральным выражением, )(xf  – подынтегральной функцией. 

 

Определенный интеграл обладает рядом свойств, аналогичных свойствам неопределенного 

интеграла: 

http://mathprofi.ru/opredelennye_integraly_primery_reshenij.html
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1) постоянный множитель можно выносить за знак интеграла; 

2) интеграл от алгебраической суммы функций равен такой же сумме интегралов от этих 

функций  (свойство линейности). 

Кроме того, определенному интегралу присущи свойства, не имеющие аналогов в теории не-

определенных интегралов: 

3) интеграл от постоянной величины равен этой постоянной, умноженной на длину отрезка 

интегрирования  

)( abcdxc
b

a


; 

4) при перемене местами пределов интегрирования интеграл изменяет лишь знак 

 
b

a

a

b

dxxfdxxf )()(

; 

5) интеграл с одинаковыми пределами интегрирования равен нулю 

0)( 
a

a

dxxf

; 

6) для любых чисел а, b и c имеет место равенство 

  
c

a

b

c

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(

. 

Для вычисления определенного интеграла применяют формулу Ньютона – Лейбница:  

∫  ( )  
 

 
   ( )  b

a   F(b) – F(a); 

Пример 1: Вычислить определенный интеграл ∫      
 

 
  

Решение: 

 

Пример 2: Вычислить определенный интеграл: ∫
 

 
  

 

 
  

Это пример для самостоятельно решения, 

Решение: 

 

Пример 3: Вычислить определенный интеграл:  
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Решение: 

 

  Пример 4:   






1

1

21 x

dx
 arctg(x) | 1

1  = arctg1 – arctg(-1) = 2arctg1 =  2π/4 = π/2. 

Замена переменной и интегрирование по частям в определенном интеграле. 

При вычислении определенных интегралов с использованием формулы Ньютона-Лейбница 

предпочтительно жестко не разграничивать этапы решения задачи (нахождение первообразной 

подынтегральной функции, нахождение приращения первообразной). Такой подход, использующий, 

в частности, формулы замены переменной и интегрирования по частям для определенного интеграла, 

обычно позволяет упростить запись решения.  

 ТЕОРЕМА. Пусть функция φ(t) имеет непрерывную производную на отрезке [α,β], 

а=φ(α), в=φ(β) и функция f(х) непрерывна в каждой точке х вида х=φ(t), где t[α,β].  

 Тогда справедливо следующее равенство:  

 

 Эта формула носит название формулы замены переменной в определенном интеграле.  

 Подобно тому, как это было в случае неопределенного интеграла, использование замены пе-

ременной позволяет упростить интеграл, приблизив его к табличному (табличным). При этом в отли-

чие от неопределенного интеграла в данном случае нет необходимости возвращаться к исходной пе-

ременной интегрирования. Достаточно лишь найти пределы интегрирования α и β по новой перемен-

ной t как решение относительно переменной t уравнений φ(t)=а и φ(t)=в. На практике, выполняя за-

мену переменной, часто начинают с того, что указывают выражение t=ψ(х) новой переменной через 

старую. В этом случае нахождение пределов интегрирования по переменной t упрощается: α=ψ(а), 

β=ψ(в). 

Пример 1: Вычислить определенный интеграл  

 

Главный вопрос здесь вовсе не в определенном интеграле, а в том, как правильно провести замену. 

Смотрим в таблицу интегралов и прикидываем, на что у нас больше всего похожа подынтеграль-
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ная функция? Очевидно, что на длинный логарифм:  . Но есть одна 

неувязочка, в табличном интеграле под корнем , а в нашем – «икс» в четвѐртой степени. Из рас-

суждений следует и идея замены – неплохо бы нашу четвертую степень как-нибудь превратить в 

квадрат. Это реально. 

Сначала готовим наш интеграл к замене: 

 

Из вышеуказанных соображений совершенно естественно напрашивается замена:  

Таким образом, в знаменателе будет всѐ хорошо: . 

Выясняем, во что превратится оставшаяся часть  подынтегрального выражения, для этого 

находим дифференциал : 

  

По сравнению с заменой в неопределенном интеграле у нас добавляется дополнительный этап. 

Находим новые пределы интегрирования. 

Это достаточно просто. Смотрим на нашу замену       и старые пределы интегрирования   

    √  . Сначала подставляем в выражение замены        нижний предел интегрирования, то 

есть, ноль:        .  

Потом подставляем в выражение замены       верхний предел интегрирования, то есть   √ : 

 

Продолжаем решение. 

 

Пример 2. Вычислить определенный интеграл с точностью до двух знаков после запятой 

 

1

0

43 54 dxxx
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Решение: 

Воспользуемся методом замены переменной. Введем новую переменную t по формуле 

454 xt  . Тогда dxxdt 320  или 
dtdxx

20

13 
.  

Осуществим пересчет пределов интегрирования, используя вид замены. Подставим нижний 

предел интегрирования старой переменной 0x  в выражение 
454 xt   и найдем нижний предел 

интегрирования новой переменной 4054 4 t . Аналогично, подставляя верхний предел инте-

грирования старой переменной 1x , найдем верхний предел интегрирования новой переменной 

9154 4 t . Тогда 

63,0
30

19

30

23
49

30

1

3

2

20

1

1
2

120

1

20

1

9  находим   1   при

4  находим   0   при

20

1
;20;54

54

33
33

9

4

3

9

4

1
2

1

9

4

2

334

1

0

43









 







































t
t

dtt

tx

tx

dtdxxdxxdtxt

dxxx

t

 

 

Применение определѐнного интеграла к вычислению площадей плоских фигур. 

http://mathprofi.ru/vychislenie_ploshadi_c_pomoshju_opredelennogo_integrala.html  - вычисление 

площади криволинейной трапеции 

 

Рассмотрим фигуру, ограниченную графиком непрерывной 

неотрицательной функции    ( ), прямыми          и осью 

х.  

Эта фигура называется криволинейной трапецией/ 

 

 

У любого определенного интеграла (который существует) 

есть очень хороший геометрический смысл.  

С точки зрения геометрии определенный интеграл – это 

площадь.  

То есть,  определенному интегралу (если он существует) геометрически соответствует 

площадь некоторой фигуры.  

Площадь криволинейной трапеции численно равна определенному интегралу  

S = ∫  ( )  
 

 
   ( )  b

a   F(b) – F(a) 

 

http://mathprofi.ru/vychislenie_ploshadi_c_pomoshju_opredelennogo_integrala.html
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С помощью определенного интеграла можно также вычислять площади плоских фигур, так 

как эта задача всегда сводится к вычислению площадей криволинейных трапеций. 

Площадь всякой плоской фигуры в прямоугольной системе координат может быть составлена 

из площадей криволинейных трапеций, прилегающих к оси Ox  или к оси Oy . 

Задачи на вычисление площадей плоских фигур удобно решать по следующему плану: 

1. По условию задачи делают схематический чертеж. 

2. Представляют искомую площадь как сумму или разность площадей криволинейных трапе-

ций. Из условия задачи и чертежа определяют пределы интегрирования для каждой составляющей 

криволинейной трапеции. 

3. Записывают каждую функцию в виде )(xfy  . 

4. Вычисляют площади каждой криволинейной трапеции и площадь искомой фигуры. 

1) Площади фигур, расположенных над осью Ox  

Пусть на отрезке  ba;  функция )(xfy   принимает неотрицательные значения, т.е. 

0)( xf для любого  bax ; . Тогда график функции )(xfy   расположен над осью Ox . 

Если фигура, расположенная над осью Ox , является криволинейной трапецией (см.рис.3), то 

ее площадь вычисляется по известной формуле 


b

a

dxxfS )(  или 
b

a

ydxS ,  

где у находится из уравнения кривой. 

Если рассматриваемая фигура не является криволинейной трапецией, то искомую площадь 

следует представить как сумму (рис.4) или разность (рис.5) площадей криволинейный трапеций S1 и 

S2 и находить по общему правилу. 

                   y 

 

 

 

                      

 

 

 

 

                                                                   S=S1+S2 

 

                            S1           S2 

              0                                                                   x 

 

 

                                 рис.4 
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                            y 

 

 

                                             S2=Sam2b 

 

                                                                                  m1                          S=S1-S2 

 

                                                                    

                                                      m2 

 

 

                                                 S1=Sam1b 

 

                        0            a                              b                          

                                                                                                      x 

                                

                                                          рис.5 
 

 

 

 

2) Площади фигур, расположенных полностью или частично над осью Ox  

Пусть на отрезке  ba;  задана неположительная непрерывная функция )(xfy  , т.е. 

0)( xf  для любого  bax ; . Тогда график функции расположен под осью Ox . 

 

Если фигура, расположенная под осью Ox , является криволинейной трапецией (см.рис.6), то 

ее площадь вычисляется по известной формуле 


b

a

dxxfS )(  или 
b

a

ydxS ,  

где у находится из уравнения кривой. 

 

Пусть функция )(xf  непрерывна на отрезке  ba;  и принимает на этом отрезке как положи-

тельные, так и отрицательные значения. Тогда нужно разбить отрезок  ba;  на такие части, в каж-

дом из которых функция не изменяет знак, затем по приведенным выше формулам вычислить соот-

ветствующие этим частям площади и найденные площади сложить. Например, площадь фигуры, 

изображенной на рис.7, такова: 

 

 
b

c

c

a

dxxfdxxfS )()(  
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                         y 

 

               0            a                      b                          x 

 

 

 

 

 

                                          y=f(x) 

 

                                               

                          

                                           рис.6 

 

 

                  у 

 

 

 

 

 

                                                              

                                                           S2 

 

                  0     a                     c                 b                                           x 

                                       S1 

                                     
                                                    y=f(x) 

 

 

 

                                             рис.7 
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3) Площади фигур, прилегающих к оси Oy  

Если криволинейная трапеция прилегает к оси ординат и ограничена непрерыв-

ной кривой )(yfx  , прямыми ay  , by   и осью Oy  (рис.8), то ее площадь вы-

числяется по формуле: 

 


b

a

dyyfS )(  

 

 y 

 

                                       

                                        b 

 

                                    

 

 

                                                                x=f(y) 

 

 

                                        a 

                                    

    

                                                                      x 

                   

 

                        рис.8 

4) Симметрично расположенные плоские фигуры 

Если кривая расположена симметрично относительно оси координат или начала 

координат, то можно упростить вычисления, определив половину площади и затем 

удвоив результат.                                           

 

                                                  y 

 

 

 

 

                                                        

                                                            y=f(x) 

 

 

                            -a          0            a                                            x 

 

                                                        рис.9 
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Пример 1:  

Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями , , , . 

Это типовая формулировка задания. Первый и важнейший момент решения – построение 

чертежа. Причем, чертеж необходимо построить ПРАВИЛЬНО.  

При построении чертежа я рекомендую следующий порядок: сначала лучше построить все 

прямые (если они есть) и только потом – параболы, гиперболы, графики других функций. Графики 

функций выгоднее строить поточечно, с техникой поточечного построения можно ознакомиться в 

справочном материале Графики и свойства элементарных функций. Там же можно найти очень 

полезный применительно к нашему уроку материал – как быстро построить 

параболу. 

В данной задаче решение может вы-

глядеть так. 

Выполним чертеж (обратите внима-

ние, что уравнение  задает ось ): 

 

На отрезке   график функ-

ции  расположен над осью , 

поэтому: 

 

Ответ:  

 

 

Пример 2 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной лини-

ями , ,  , . 

Решение: Сначала выполним чертеж: 

 

Фигура, площадь которой нам нужно 

найти, заштрихована синим цветом (вниматель-

но смотрите на условие – чем ограничена фигу-

ра!).  

Но на практике по невнимательности не-
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редко возникает «глюк», что нужно найти площадь фигуры, которая заштрихована зеленым цветом! 

Этот пример еще и полезен тем, что в нѐм площадь фигуры считается с помощью двух опре-

деленных интегралов. Действительно: 

1) На отрезке  над осью  расположен график прямой ; 

2) На отрезке  над осью  расположен график гиперболы . 

Совершенно очевидно, что площади можно (и нужно) приплюсовать, поэтому: 

 

Ответ:  

Пример 3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 12  xy , 2x , 0y , 

0x . 

Построим линии, ограничивающие фигуру. 

12  xy – парабола, симметричная относительно оси оу, вершина (0;1). 

2x  – прямая, проходящая через точку (2;0), параллельная оси оу. 

0y  – аналитическое выражение оси ох. 

0x  – аналитическое выражение оси оу. 

 
                            Рис. 7. 

Построенная фигура (рис.7) является криволинейной трапецией с основанием на оси ох, поэтому 

еѐ площадь вычисляется по формуле  


b

a

dxxfS )( . 

1)( 2  xxf , 0a , 2b .  

Тогда 
3

2
42

3

2
22

3

8

3
)1(

2

0

2

0

32

0

2   x
x

dxxS  (кв. ед.). 

Пример 4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 082  yx , 1y , 3y , 0x . 

Построим линии ограничивающие фигуру. 

082  yx  – прямая; если 0x , то 4082  yy , 

                                   если 0y , то 808  xx . 

Прямая проходит через точки (0; 4), (8; 0). 

1y  – прямая, параллельная оси ох. 

3y  – прямая, параллельная оси ох. 

0x  – ось оу. 

 y 

x 0 

1 

2 

1 2 

5 
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                               Рис. 8. 

Фигура (рис.8) является криволинейной трапецией с основанием на оси оу, поэтому 


d

c

dyyS )( . 

 

3,1

2828082





dc

yyyxyx 
 

Тогда   )13()13(8
2

28)28( 22

3

1

2
3

1

3

1

y
ydyyS 8816  (ед

2
). 

Пример 5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 0,42  yxxy . 

Построим линии ограничивающие фигуру.  

xxy 42   - парабола, симметричная относительно оси OY. Т.к.   424422
22  xxxy , то 

вершина  4;2 . 

Координаты вершины также можно определить по формуле 

.4242

,2
12

4

2
2

0

0









y

a

b
x  

0y  - ось OX. 

Найдем координаты точек пересечения графиков (рис.9) функций. 










0

,42

y

xxy
042  xx  

4,0

0)4(





xx

xx
 

 

 

 

 

 

 

 
                 Рис. 9. 

Т.о. 40  x , на этом отрезке функция 042  xx , поэтому 
b

a

dxxfS )( . 

4,0,4)( 2  baxxxf .  

Тогда    
3

2
1032

3

64

2
4

3
)4(

4

0

2
4

0

34

0

2  
xx

dxxxS (ед
2
). 
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Проверочная работа по теме «Приложения определенного интеграла». 

Задание: С помощью определенного интеграла вычислить площадь фигуры, ограниченной 

линиями, предварительно сделав чертеж. 

Вариант 1.    √          

Вариант 2.              

Вариант 3. .2,2,2,0 2ххуухх х   

Вариант 4.   √       

Вариант 5.                     

Вариант 6.   
 

 
        

Вариант 7. ,542  хху  координатными осями и прямой x=-2  

Вариант 8.     , 8у  и осью ординат. 

Вариант 9. ,1 2ху  .1,0,22  ххху  

Вариант 10. .1,2,0,1  ххуху  
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Раздел Дифференциальные уравнения 

Тема Дифференциальные уравнения первого порядка. Дифференциальные уравнения с раз-

деляющимися переменными 

http://mathprofi.ru/differencialnye_uravnenija_primery_reshenii.html - дополнительный материал 

Основные понятия и определения. 

 
 

Дифференциальным называется уравнение, содержащее производные неизвестной функции. 

Обыкновенным называется такое дифференциальное уравнение, в котором неизвестная 

функция зависит от одного аргумента, например,   

 
Порядком дифференциального уравнения называется порядок наивысшей из производных, 

входящих в него (уравнение (1) – уравнение первого порядка).  

Решением дифференциального уравнения называется функция, при подстановке которой в 

это уравнение последнее обращается в тождество.  

Частным решением дифференциального уравнения называется любое из возможных его ре-

шений. Например, подстановкой в уравнение (1) значения x = А легко убедиться, что оно обращается 

в тождество при x = А = В/k
2
. Это и есть одно из его частных решений. 

http://mathprofi.ru/differencialnye_uravnenija_primery_reshenii.html
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Общим решением дифференциального уравнения называется совокупность всех его частных 

решений. Если уравнение первого порядка является интегрируемым, т.е. его общее решение можно 

записать в известных функциях, то оно будет иметь вид:  , где С1 и С2 – некоторые по-

стоянные, x – искомая функция аргумента t. Разные значения С1 и С2 дают разные частные решения. 

В механике обычно требуется найти частное решение дифференциального уравнения, у  которого 

при . С этой целью данные подставляются в общее решение. В результате для 

определения постоянных С1 и С2 получается два уравнения 
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Пример 1 

Решить дифференциальное уравнение . 

Решение. 

В данном случае p(x) = 1 и h(y) = y(y +2). Разделим уравнение на h(y) и перенесем 

 dx в правую часть: 

 

Заметим, что при делении мы могли потерять решения y = 0 и y = −2 в случае 

когда h(y) равно нулю. Действительно, убедимся, что y = 0 является решением 

данного дифференциального уравнения. Пусть        

Подставляя это в уравнение, получаем: 0 = 0. Следовательно, y = 0 будет являться 

одним из решений.  
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Аналогично можно проверить, что y = −2 также является решением уравнения.  

Вернемся обратно к дифференциальному уравнению и проинтегрируем его: 

 

Интеграл в левой части можно вычислить методом неопределенных коэффициентов: 

       

Таким образом, мы получаем следующее разложение рациональной дроби в подынтегральном 

выражении: 

       

Следовательно, 

 

Переименуем константу: 2C = C1. В итоге, окончательное решение уравнения записывается в 

виде: 

 

Общее решение здесь выражено в неявном виде. В данном примере мы можем преобразовать 

его и получить ответ в явной форме в виде функции y = f(x,C1), где C1 − некоторая константа. Однако 
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это можно сделать не для всех дифференциальных уравнений.  

   Пример 2 

Решить дифференциальное уравнение . 

Решение 

Запишем данное уравнение в следующем виде: 

 

Разделим обе части на (x
2
 + 4)y: 

 

Очевидно, что x
2
 + 4 ≠ 0 для всех действительных x. Проверим, что y = 0 является одним из 

решений уравнения. После подстановки y = 0 и dy = 0 в исходное дифференциальное уравнение вид-

но, что функция y = 0 действительно является решением уравнения.  

Теперь можно проинтегрировать полученное уравнение: 

 

Заметим, что dx
2
 = d(x

2
 + 4). Следовательно, 

       

Представим константу C как lnC1, где C1  0. Тогда 

       

Таким образом, заданное дифференциальное уравнение имеет следующие решения: 

       

Полученный ответ можно упростить. В самом деле, введем произвольную константу C, при-

нимающую значения от −∞ до +∞. Тогда решение можно записать в виде: 

 

При C = 0, оно становится равным y = 0.  
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  Пример 3 

Найти все решения дифференциального уравнения y' = −xe
 y
. 

Решение. 

Преобразуем уравнение следующим образом: 

       

Очевидно, что деление на e
 y
 не приводит к потере решения, поскольку e

 y
  0. 

После интегрирования получаем 

       

Данный ответ можно выразить в явном виде: 

       

В последнем выражении предполагается, что константа C  0, чтобы удовлетворить области 

определения логарифмической функции.  

   Пример 4 

Найти частное решение дифференциального уравнения   

при условии y(1) = −1. 

Решение. 

Разделим обе части уравнения на x: 

 

Мы предполагаем, что x ≠ 0, поскольку областью определения исходного уравнения является 

множество x = 0.  

В результате интегрирования получаем: 

 

Интеграл в правой части вычисляется следующим образом: 
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Следовательно, общее решение в неявной форме имеет вид: 

       

где C1 = 2C − постоянная интегрирования.  

Найдем теперь значение C1, удовлетворяющее начальному условию y(1) = −1: 

       

Таким образом, частное решение дифференциального уравнения с заданным начальным усло-

вием (задача Коши) описывается алгебраическим уравнением:        

 

 

 

 

  



 35 

Проверочная работа по теме «Дифференциальные уравнения 1 порядка с разделяющимися ко-

эффициентами» 

 

Используем правило:    
  

  
 

Вариант 1 
1. Найти общее решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными: 

а)
  

  
 

  

 
                      б)

  

  
 

 

     
 

2. Найти частное решение дифференциального уравнения первого порядка: 
  

  
  , если при х= 2, у=5  

Вариант 2 
1. Найти общее решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными: 

а)
   

  
                           б)       

2. Найти частное решение дифференциального уравнения первого порядка: 
  

  
    , если при х= 0, у=4  

Вариант 3 
1. Найти общее решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными: 

а)                             б)   
 

√    
 

2. Найти частное решение дифференциального уравнения первого порядка: 
   

   
     , если при х= 0, у=1 и      . 

Вариант 4 
1. Найти общее решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными: 

а)
  

  
                                 б)

  

  
 

 

     
 

2. Найти частное решение дифференциального уравнения первого порядка: 
   

   
   , если при х= 0, у=1  

 

Вариант 5 
1. Найти общее решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными: 

а)(   )                            б)
  

  
 

 

    
 

2. Найти частное решение дифференциального уравнения первого порядка: 
  

  
       , если при х= 0, у=-1  

Вариант 6 
1. Найти общее решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными: 

а)√    √                            б)
  

  
      

2. Найти частное решение дифференциального уравнения первого порядка: 
  

  
   , если при х= -2, у=2  
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Вариант 7 
1. Найти общее решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными: 

а)(   )   (   )                            б)
  

  
 

 

   
 

2. Найти частное решение дифференциального уравнения первого порядка: 
  

  
     , если при х= 1, у=-1  

Вариант 8 
1. Найти общее решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными: 

а)(    )                                  б)
  

  
 

   

 
 

23. Найти частное решение дифференциального уравнения первого порядка: 
  

  
    , если при х= 0, у=1  

 

Вариант 9 

1. Найти общее решение дифференциального уравнения с разделяющимися пере-

менными: 

а)
  

 
 

  

 
                                       б)

  

  
 

 

     
 

2. Найти частное решение дифференциального уравнения первого порядка: 
  

  
     , если при х= 0, у=-1  

Вариант 10 
1. Найти общее решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными: 

а)
  

    
 

  

 
                         б)

  

  
 

 

    
 

2. Найти частное решение дифференциального уравнения первого порядка: 
  

  
    , если при х= 2, у=2 

 


